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Ïóñòü F : X → Y åñòü îòîáðàæåíèå îäíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå, íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîå â òî÷êå x0 . Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ë.À.Ëþñòåðíèêà (1934) óòâåðæäà-
åò, ÷òî åñëè F ′(x0) íåâûðîæäåíî, ò.å. îòîáðàæàåò X "íà" Y, òî â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ
òî÷êè x0 è åå îáðàçà y0 = F (x0) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ðàññòîÿíèÿ äî ìíîæåñòâ
óðîâíÿ îïåðàòîðà F : dist (x, F−1(y)) ≤ const ||F (x) − y||. Ýòî ñâîéñòâî îêàçàëîñü âåñüìà
ïîëåçíûì, îñîáåííî â ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè ýêñòðåìóìà; â ïîñëåäíåå âðå-
ìÿ åãî ñòàëè íàçûâàòü ìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòüþ. Îíî èìååò ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ
ôîðìó: ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà a > 0 è îêðåñòíîñòü O(x0) òî÷êè x0 òàêèå, ÷òî îáðàç ëþáîãî
øàðà Br(x) ⊂ O(x0) ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùèé øàð ðàäèóñà ar : F (Br(x)) ⊃ Bar(F (x)).
Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ íàêðûâàíèåì îïåðàòîðà F â îêðåñòíîñòè O(x0). Èç ýòèõ
äâóõ ñâîéñòâ áîëåå óäîáíûì è ÷àñòî èñïîëüçóåìûì â êà÷åñòâå "ðàáî÷åãî èíñòðóìåíòà" ÿâëÿ-
åòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ðåãóëÿðíîñòü, à óñòàíàâëèâàòü ñàìî íàëè÷èå ñâîéñòâà áîëåå óäîáíî â ôîðìå
íàêðûâàíèÿ.

Óêàçàííîå ñâîéñòâî (â îáåèõ ôîðìàõ) àïðèîðè ñïðàâåäëèâî ëèøü ëîêàëüíî, â äîñòàòî÷íî
ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, è ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, â êàêèõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü åãî íàëè÷èå íà áîëåå øèðîêîì ìíîæåñòâå?

Ïåðâûì ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì øàãîì â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëî àáñòðàêòíîå îáîáùåíèå
òåîðåìû Ëþñòåðíèêà, ïðåäëîæåííîå À.À.Ìèëþòèíûì [1]: åñëè äàíî îòîáðàæåíèå T : X → Y
ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ëèíåéíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y ñ èíâàðèàíò-
íîé ìåòðèêîé, íàêðûâàþùåå ñ êîíñòàíòîé a > 0, è äàíî äðóãîå îòîáðàæåíèå S : X → Y,
ñæèìàþùåå ñ êîíñòàíòîé b < a (ò.å. S(Br(x)) ⊂ Bbr(Sx) äëÿ ëþáîãî øàðà â X ), òî èõ ñóì-
ìà F = T + S íàêðûâàåò íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X ñ êîíñòàíòîé a − b > 0. Çäåñü âàæíû
äâà ìîìåíòà: äëÿ ðåçóëüòèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ F êîíñòàíòà íàêðûâàíèÿ óêàçàíà ÿâíî, è
åãî íàêðûâàíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåì èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå X. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
ðàâíîìåðíîå íàêðûâàíèå äëÿ ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, è íàêðûâàíèå
íà "áîëüøîì" ìíîæåñòâå. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû [1�4].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X,Y − áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîð F : X → Y íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåì íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå G ⊂ X. Ïóñòü ∃ a > 0 òàêîå, ÷òî ∀x ∈ G
ëèíåéíûé îïåðàòîð F ′(x) íàêðûâàåò ñ êîíñòàíòîé a. Òîãäà ∀ a′ < a íåëèíåéíûé îïåðàòîð
F íàêðûâàåò ñ êîíñòàíòîé a′ íà âñåì ìíîæåñòâå G.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â X èìååòñÿ åùå îäíà òîïîëîãèÿ, áîëåå ñëàáàÿ ÷åì ïîðîæäåííàÿ
åãî íîðìîé. Ïóñòü â íåêîòîðîé τ− îêðåñòíîñòè Oτ (x0) òî÷êè x0 îïåðàòîð F : X → Y
äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå, è åãî ïðîèçâîäíàÿ F ′(x) ÿâëÿåòñÿ τ− íåïðåðûâíîé â x0 , ò.å.
||F ′(x) − F ′(x0)|| → 0 ïðè x → x0 îòíîñèòåëüíî τ. Ïóñòü, íàêîíåö, F ′(x0) îòîáðàæà-
åò "íà". Òîãäà â íåêîòîðîé τ− îêðåñòíîñòè Vτ (x0) îïåðàòîð F íàêðûâàåò ñ íåêîòîðîé
êîíñòàíòîé a > 0 .
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü A åñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è ∀α ∈ A çàäàí ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð Pα : X → Rq èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà â êîíå÷íîìåðíîå. Ïóñòü
äëÿ íåêîòîðîãî α0 ∈ A îïåðàòîð Pα0 îòîáðàæàåò "íà", è ∀x ∈ X èìååòñÿ ñõîäèìîñòü
Pα x → Pα0 x ïðè α → α0 . Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü O(α0) è ÷èñëî c > 0, òàêèå ÷òî
∀α ∈ O(α0) îïåðàòîð Pα íàêðûâàåò ñ êîíñòàíòîé c .

Ïðè íàëè÷èè íåëîêàëüíîãî íàêðûâàíèÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ðàññòîÿíèÿ äî ìíî-
æåñòâà îñíîâíîãî óðîâíÿ îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü W − ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå, Y − íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâà,
îòîáðàæåíèå F : W → Y íàêðûâàåò ñ êîíñòàíòîé a > 0 íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå G ⊂ W,
è åãî ìíîæåñòâî óðîâíÿ M = {w ∈ G | F (x) = 0 } íåïóñòî. Ïóñòü îãðàíè÷åííîå ìíîæå-
ñòâî Ω ⊂ W è ÷èñëî δ > 0 òàêîâû, ÷òî δ− îêðåñòíîñòü Ω ñîäåðæèòñÿ â G. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî L, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè w ∈ Ω

dist (w, M) ≤ L ||F (w)|| . (1)

Ðÿä äðóãèõ, áîëåå ñïåöèàëüíûõ òåîðåì, ïðèâåäåí â [3, 4]. Îíè áûëè èñïîëüçîâàíû àâòîðîì
[2, 3] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î êîððåêòíîñòè ïåðåõîäà îò íåëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòå-
ìû ẋ = f(x, u, t) ñ êîíöåâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ðàâåíñòâà K(x(0), x(T )) = 0 ê å¼ ðàñøèðåíèþ
(îâûïóêëåíèþ) ïóòåì ââåäåíèÿ ò.í. ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ:

ẋ =
N∑

i=1

αi(t) f(x, ui, t), αi(t) ≥ 0,
N∑

i=1

αi(t) = 1, K(x(0), x(T )) = 0. (2)

Ïîäîáíûå òåîðåìû íàçûâàþò òàêæå ðåëàêñàöèîííûìè èëè àïïðîêñèìàöèîííûìè. Äàííàÿ òå-
îðåìà îáîáùàåò êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Í.Í.Áîãîëþáîâà, Ë.Ñ.ßíãà, Ý.Äæ.Ìàêøåéíà è Ð.Â.
Ãàìêðåëèäçå; îíà ïîçâîëÿåò ïðèáëèçèòü òðàåêòîðèþ ðàñøèðåííîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2)
òðàåêòîðèÿìè èñõîäíîé, ïðè óñëîâèè ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ðàâåíñòâà ðàñøèðåííîé ñèñòåìû íåâû-
ðîæäåíû, ò.å. óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëþñòåðíèêà. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñïåöèàëüíîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà [3, �5.4], íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ îöåí-
êà òèïà (1) äëÿ òðîéêè w = (x, u, α) (â êà÷åñòâå G âûñòóïàåò ïðîèçâåäåíèå ðàâíîìåðíîé
îêðåñòíîñòè äàííîé òðàåêòîðèè ïî (x, u) íà ñëàáóþ-* îêðåñòíîñòü ïî α, à ñèìïëåêñ ïî α
çàäàåò Ω ). Â ñâîþ î÷åðåäü, òåîðåìà î êîððåêòíîñòè áûëà èñïîëüçîâàíà àâòîðîì äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà Ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â îáùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè è ò.í.
ðåãóëÿðíûìè ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè [3].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 04-01-00482.
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